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Aufgabe 1

(@) i AusFormel 34 in der Formelsammlung berechnen sich die Koeffizienten der
Fourierreihe wie folgt
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ii. Das Ausgangssignal y(t) muss periodisch sein, da LTI-Systeme auf periodi-
sche Eingangssignale mit periodischen Ausgangssignalen antworten. Die
Koeffizienten ¢, der Fourierreihe von y(t) ergeben sich aus der Multiplika-
tion der Koeffizienten ¢, des Eingangssignals mit den Abtastwerten h(k/T)
des Frequenzgangs des Bandpassfilters. Im vorliegenden Fall iibertragt das
System nur die Frequenzen fiir ¥ = —3 und k¥ = 3 . Damit erhalten wir

y(t) = ¢ _ye T 4 o STtIT

wobei
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(b) Wir verwenden die trigonometrische Gleichung

cos(x) cos(y) = % (cos(z — y) + cos(x + y))



laut Hinweis und erhalten damit

z(t) = Acos(2nt/T,) - B cos(2nt/Ty)

1 2r 2w 2r 2w
= §AB (cos ((Ta — ﬁ) t) + cos <(Ta —I—Tb> t)) )

2(t) = %AB (cos <(;—j — ;—j) t) + cos ((% + ;—j) t))
= %AB (1 + cos (%t)) (1)

Das Signal z(t) hat die Periode T = T, /2. Wir schreiben die Fourierreihe um
gemass

. 1T, =1,

Z(t): Z Cke%rik:t/T
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Vergleicht man (1) mit (2), so erhélt man

1
CongB,
c+c, =1iAB 1
! ! 2 — Cl—Cflz—AB,
C1 —Cq =0 4
und fiir k > 2
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eSS cp,=c_ =0
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i. T, = 1T,

2(t) = %AB (COS <(§—7T — 22; ) t) + cos ((;—W + 22; ) t))
= %AB (COS (%t) -+ cos (;—:t)) (3)




Das Signal z(t) hat die Periode T" = 2T},. Vergleicht man (3) mit (2), so erhalt

man
Co = 07
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! ! 2 - c1 =c_1 =-AB,
Ci —C_1 =0
cs+c.3 =iAB
’ ° 2 - c3 =c_3=-AB,
C3 —C_3 =0
und fir k =2und k£ > 4,
Cr + C_g =0
e Cp =C_ =
Cp, —C_ = 0

. 7, = 2T,

o (5~ 25)) (5 25)7)
L (s (22 oo (220 o

Das Signal z(t) hat die Periode T' = T,,. Vergleicht man (4) mit (2), so erhalt

man
00207
ci+c, =1iAB
! ! 2 — Cl—Cfl——AB,
C1 —C_1 =0
cs+c_3 =1iAB
’ ° 2 — 63—673——143,
C3 — C_3 =0
und fur k =2und k > 4,
Cr t+ C_ =0
— cp,=c_ =20
Cr, — C_L =0



(c) i Das Ausgangssignal y(t) ergibt sich zu

y(t) = h(t) = x(t)

(t) % (0(t) + 0(t —2T) + o(t — 4T))
(t)+h(t—2T)+h(t—4T)
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ii. Die Funktion y(¢) kann wie folgt skizziert werden.
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Aufgabe 2

(@) i. Die Fouriertransformierten z;(f) und Z»(f) ergeben sich geméss Gleichung

27 in der Formelsammlung als

B (f) = (1):
1
) =1
0,

|f| < 1000
|| > 1000

|f| < 2000
|| > 2000

Die Fouriertransformierte z(f) konnen wir dank Gleichung 8 in der For-

melsammlung durch (grafische) Faltung wie folgt bestimmen.

10 1%
*
—1000 o 1000 ! —2000 2000
2(f) = 21(f) * 22(f)
= T (f — 7)Zo(7)dT
(0, £ < —3000
T dr = f 43000,  —3000 < f < —1000
= 1 [T 00 Ldr = 2000, ~1000 < f < 1000
000 LdT = —f + 13000, 1000 < f < 3000
0, > 3000

Somit erhalten wir die folgende Darstellung fiir Z( f):

z(f)
2000
—3000 ~1000 0 1000 3000

ii. Das Signal z(t) hat Bandbreite 3000. Nach dem Abtasttheorem kann z(¢) aus



1ii.

(b) i

x4(t) eindeutig rekonstruiert werden, wenn die Abtastperiode 1/7° > 2-3000
erfiillt. Somit folgt
Tinax = 1/6000.

Wir schreiben x4(t) gemaéss

wobei

p(t) = Z 5(t - kTmaX) :

k=—o0

Die Fouriertransformierte p(f) von p(t) ergibt sich geméss Gleichung 20 in
der Formelsammlung als

_ 1 < k
) == ch(f—T )
max k=—00 max

Aus Gleichung 8 in der Formelsammlung folgt somit

Z(f) = @*D)(f) = T;X kif (f - Tj) '

Wir schreiben y,(t) geméss

ys(t) = y(t)p(t),

wobei

pt)= > ot —kT).

k=—o00
Die Fouriertransformierte p(f) von p(t) ergibt sich geméss Gleichung 20 in

der Formelsammlung als

RN 1 & k
B(f) = T,;_of(f - T) |
Aus Gleichung 8 in der Formelsammlung folgt somit

=@ =7 Y i(r-5)

k=—00



Mit der Abtastrate 1/7" = 2.5 f; erhalten wir

Us(f) =25f1 > G(f —25kf).
k=—00
Ys(f)
=3 —f1 0 fi 31 d

Da y,(f) Aliasing aufweist, kann y(¢) nicht eindeutig aus y,(t) rekonstruiert
werden.

ii. Wie unten skizziert, ist 1/T7" = 2f; die kleinste Abtastrate, so dass y;(f) frei
von Aliasing ist.

ys(f)
f
=3f1 —fi 0 f 3f1
Somit folgt
1
Tmax = <~ -
2f1



Aufgabe 3
(a) Wir schreiben
(z —1)?

5 =1-22"1 4272
z

Mit den Formeln 95 und 105 in der Formelsammlung erhalten wir

han] = 8[n] — 26[n — 1] + 8[n — 2].

(b) Wir lesen folgende Differenzengleichung aus dem Blockschaltbild ab
y[n] = uln — 1] + auln — 2] + by[n — 1] + cy[n — 2.

Unter Verwendung von Gleichung 95 in der Formelsammlung erhalten wir dar-
aus
Y(2) =27 'U(2) + az2U(2) + bz 'Y (2) + c2 2V (2).

Dies schreiben wir gemaéss
Y(2)(1—=bz ' —c27?) = (27 +az 2)U(z)

woraus sich

271+ az?
Y(z) = 1 —bz7t —cz2 U(z)
ergibt. Somit folgt
2+ az? z+a
Hy(z) =

1—bzl—cz2 22—bz—c

(c) Die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems ist gegeben durch

(z — 1) z+1 _(z—l)(z+§)_

22 (z— %)(z -1 22(z- %)

G(z) = Hi(2)Hy(2) =

Da die Pole (z = 0 und z = 1/2) von G innerhalb des Einheitskreises liegen und
das System gemdss Angabe kausal ist, folgt, dass G BIBO-stabil ist.

(d) Mit den Formeln 95 und 105 ergibt sich

x[n] = d[n] — %5[71 —1]o—e1-— %z_l = X(z)



und somit
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Daraus erhalten wir nun y[n] = 6[n — 1] — 26[n — 2] — +6[n — 3].

(e) Die Bedingung

0] = (Hiz')[n]
entspricht im z-Bereich
/ —1)? /
1= m(x() = C X0,
Somit muss gelten
, z z
X'(2) =

(z—=1)(z2—1)
mit ROC |z| > 1 um ein rechtsseitiges Signal zu erhalten. Unter Verwendung der
Formeln 106 und 102 in der Formelsammlung ergibt sich also

o0

?'In] = (ox0)n] = Y oln—kolk] =oln] > 1= (n+1)on].

k=—00

(f) Wir bestimmen die Partialbruchzerlegung von

Der Grad des Zahlers ist kleiner als der des Nenners. Daher ist die Partialbruch-



zerlegung von der folgenden Form:

A B .
H(Z) = > _% :, mit
1
A= (z—§> H(z) =—- und
12
B= (- DHE) = o

Damit das System kausal ist, muss h[n] = 0, ¥n < 0, gelten und h[n| somit rechts-
seitig sein. Damit muss das Konvergenzgebiet von H(z) als |z| > 1 gewdhlt wer-
den. Mit den Formeln 94, 95, 106 und 108 in der Formelsammlung erhalten wir

[mm 1]~ Toln — 1] (%)M] .

schliesslich

hln] =

o] —

10



Aufgabe 4

(a) Esseien k,l,u,v € Z.

JATU{? + UN, (+ UM] _ .T[n, m]6—27ri(k+uN)n/N€—27ri(€+vM)m/M

—27rikn/N6—27riun —QWiZm/Me—vam

= x[n, mle e

_ Z ZL’[TL, m]e—27rikn/Ne—27Ti€m/M (5)

k, 0. (6)

(b) Esseienn,m € Z,sodass0 <n < N —1und 0 < m < M — 1. Wir berechnen

N—-1M-1
Z 3 k € 2mikn/N 2m€m/M (7)
k=0 (=0
N—-1M-1N-1M- 1
_ Z 27riku/N o~ 2mitv/M eQﬂ'ikn/N €2m'em/M) (8)
k=0 ¢=0 u=0 v=0
N—-1M-1 M—-1
_ CB[U,U] (Z e—27rik(u—n)/N> (Z 6—27ri€(v—m)/M)> ) (9)
u=0 v=0 k=0 =0

Nun verwenden wir die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe um
zu schliessen, dass

N-1
Z e 2mik(u=n)/N — N5y [u — n), (10)
k=0
und
M—1
Z e~ 2mitv=m/M — NSy v — ml, (11)
=0

wobeidy[k] := )., 0[k—¢N]. Einsetzen von (10) und (11) in (a) liefert schliesslich

2

-1 M-

,_.

N-1M-
()2 ikn/N g2mitm/M Z z[u, vV)Non[u — n]Moy v —m]  (12)
0 (=0 u=0 v=0

= NMz[n, m|. (13)

e
Il

(c) Wir nehmen an, dass x[n, m| separierbar ist. Damit existieren z,z2 : Z — C, so
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dass x[n, m] = z1[n|za[m], n,m € Z. Es folgt nun

2

M-

)_l

2m'kn/N€f2ﬂ'i€m/M

1171

m=0

xl[n]e—Zm'k:n/N Z xQ[m}e—Zwiém/M _ il[k]fi’zw],

il
Ll

Il
=)

n

(14)

(15)

wobei Z; und Z; die DFT von z; und z,, respektive, ist. Damit ist gezeigt, dass

z[k, (] separierbar ist.

Nun nehmen wir an, dass z[k, ¢] separierbar ist. Damit existieren z1, 5
so dass z[k, (| = &1[k|Z2[(], k, ¢ € Z. Es folgt

| MM
x[n,m] = 7 &1 [k] g [€]2miknIN g2mitm/M
k=0 (=0
= 3 Sl Z B> M = gy [n]as[m),
k=0 ¢=0

womit gezeigt ist, dass x[n, m] separierbar ist.

(d) Wir berechnen

N-1M-1 X X

_ 62 n 1+m 2 27rik:n/N€—27ri€m/M
n=0 m=0
N-1 M-1

_ 6—27ri(k—k1)n/N Z 6—27ri(€—k2)m/M
n=0 m=0

NMoy[k — ki]0a[l — ks,

: 7 — C,

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

wobei im letzten Schritt wieder die Summenformel (10) verwendet wurde.

(e) Aus (20) folgt direkt, dass das rechte Bild z entspricht.
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