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Aufgabe 1

(a) i. Wir erhalten den Graphen von z(t) in den Intervallen [T, —1T] und
[T, —IT] gemiss
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Die Funktionsgleichung zu z(t) im Intervall [-37", —27] ergibt sich damit als

%(th %T)> —%T <t<-2T

ii. Aus Formel 34 in der Formelsammlung berechnen sich die Koeffizienten der
Fourierreihe wie folgt
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(b) Aus Formel 1 in der Formelsammlung berechnet sich die Fouriertransformierte
y(f) wie folgt

3(f) = / T y(tye L,
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Das Signal y(t) hat vier Abschnitte. Wir berechnen das Integral demgemadss in
vier Teilen:
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Die Fouriertransformierte y( f) ergibt sich insgesamt zu

y(f) = () +52() + us(f) + 1a(f).
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i. Die Koeffizienten ¢, der Fourierreihe von y;(t) ergeben sich durch Multi-
plikation der Fourierreihenkoeffizienten des Eingangssignals z;(¢) mit den
Abtastwerten h(kfy) des Frequenzgangs des Filters. Im vorliegenden Fall
tibertrdagt das System nur die Frequenzen fiir —4 < k < 4. Damit erhalten
wir

g =0, furl|k|l >5.

Wir berechnen den Wert von ¢, fiir |k| < 4 gemdss

_ 4sin®(kw/2)

k= 123 cos(km/8)

und erhalten
4
cp =c_1 = —; cos(m/8)
0
Cy = C_9 = 0
4
C3=C3= g cos(3m/8)

9

Cyp = C_y = 0.

il.

—4fo 0 4fo
Die Fouriertransformierte y»( f) ergibt sich zu
Balf) = B2 N)A()):

Da 75(f) = 0 fiir | f| < 4f und h(f) = 0 fiir | f| > 4f; gilt, ist a(f) = 0, fiir
alle f € R. Es folgt damit y,(¢) = 0, fiir alle t € R.



Aufgabe 2

(a) Wir schreiben z(t) zunédchst in der Form

sin(27t) o .
= — LT,

x(t) =

7t

Mit Hilfe von Formel 3 in der Formelsammlung fiir f, = 1 und Formel 27 in der
Formelsammlung fiir f. = 1 erhalten wir

1, fi 0,2
i‘(f){ ar/ el M
0, sonst.

(b) Mit Hilfe von Formel 20 in der Formelsammlung fiir 7, = X ergibt sich fiir die
Fouriertransformierte Z,(f) von z)(t) die Darstellung

A -+ 3 a(r=h). @

Somit ist
() = (5 22 () ®)
S

Wir betrachten nun den Spezialfall A = 2/3. Aus (1) erhalten wir

fir alle k € Z. (5)

#(f - %) _ )1, furalle f € [3k/2,2 + 3k/2]
2/ o, firalle f ¢ [3/2,2 + 3k/2),

Mit Hilfe von (5) und (3)—(4) fiir A = 2/3 erhilt man schliesslich

das(f) = g<x<f + g) +i(f)) =3, firalle f€[0,1/2 (6)
Ga3(f) = g:%(f) =3/2, fir alle f € (1/2,3/2) (7)
Goyalf) = ;(:i(f) va(f- ;)) _ 3 faralle f € [3/2,2]

Gay3(f) = ;x(f - g) —3/2, fiir alle f € (2, 3].

Der Graph von g,/5( f) sieht deshalb wie folgt aus:
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(c) Das Abtasttheorem besagt, dass ein bandbegrenztes Signal aus seinen Abtastwer-
ten rekonstruiert werden kann, sofern die Abtastfrequenz mindestens doppelt so
gross ist wie die (einseitige) Bandbreite des Signals .

(d) Aus dem Graphen des Signals g,/3(f) erkennt man, dass bei Abtastung mit der
Frequenz 3/2 [Hz] Uberlappungen im Frequenzbereich auftreten. Daher kann
das Signal z(t) nicht aus seinen Abtastwerten xz(2k/3), k € Z, rekonstruiert wer-
den. .

(e) Aus (3)—(4) folgt, dass Go/5(f) (3/2)-periodisch ist. Die zugehorige Fourierreihe ist
somit durch
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gegeben. Mit Hilfe von Formel 34 in der Formelsammlung fiir 7" = 3/2 erhalten
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wobei in (9) die Gleichungen (6) und (7) verwendet wurden. Fiir £ = 0 ergibt

(8)-(10) ¢y = 2. Fur die restlichen Fourierkoeffizienten erhalten wir mit Hilfe von
(8)-(10)

1/2 3/2

36—47rikf/3

4mik

3 , 3 .
— 1— —27rzk/3> (1 i —27rzk:>
4dmik < © + 4dmik c
—_—

=0

3 _
= e ™k Bgin(rk/3), fiiralle k # 0.
2k

36—47rikf/3
4mik

Cp = —




Aufgabe 3

(@) i. Die Nullstellen befinden sich bei z; = i und z; = —i, und die Pole bei z; =
—2 4+ 3 und 2, = 3. Da das System geméss Angabe kausal ist, ergibt sich

als Konvergenzgebiet |z| > |—2 4 2i| = /18 Somit ergibt sich folgendes

Diagramm.

ii. Das Konvergenzgebiet |[z| > |-2 +2i| = /13 enthélt den Einheitskreis

nicht. Somit ist das System nicht BIBO-stabil.
Mit den Formeln 95 und 108 aus der Formelsammlung ergibt sich

z 3. 3\ 4, =
X(z) = —(ZZ—Z>Z o 2| > 1.

zZ—1

1ii.

Dies kann umgeformt werden zu

Die Z-Transformierte des Ausgangssignals ist somit gegeben durch

V) = HEX(E) = ) 2l
z4+1 z

O E DT ey

2] > &
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Das ROC von Y (z) muss |z| > 1/2 sein, da y[n] aufgrund der Kausalitdt von
H und der Rechtsseitigkeit von x[n], rechtsseitig sein muss. Mit den Formeln



95 und 108 aus der Formelsammlung ergibt sich das Ausgangssignal nun zu

ymy:(%)iﬂm+¢(%)nlﬂn—1y

iv. Unter Verwendung von Formel 96 in der Formelsammlung ergibt sich

Wir multiplizieren Zihler und Nenner mit a? und erhalten
22 4 g2
(e = (Fi—-1a) (= - 30)

Somit hat das System die Pole z; = (—2 + 3i) a und 2, = 1a. Da H kausal ist,
muss G ebenfalls kausal sein und das Konvergenzgebiet ist somit gegeben

G(z) =

durch |z| > |-2a + 3ai| = |a||/15. Damit das System BIBO-stabil ist, muss
der Einheitskreis im Konvergenzgebiet enthalten sein. Dies ist der Fall wenn

|a|<,/%.

(b) Wir erkennen, dass das Blockschaltbild die Parallelschaltung zweier Systeme dar-
stellt und fiithren dadurch motiviert eine Partialbruchzerlegung durch, um die
Ubertragungsfunktion in der Form H(z) = H,(z) + Hy(z) zu schreiben. Da der
Grad des Zahlers von H (z) kleiner ist als der des Nenners, hat die Partialbruch-
zerlegung die allgemeine Form

H(z) = — it

(=) z+2 243 m
2

A = <z + §> H(z) = —2 und
1

A2:<z+§>H(z) =3

Es gilt also
—2 3

H(z) = Hi(z) + Hy(z) = (11)

2 T [ 1°
Z+3 Z+ 3

Wir bemerken nun, dass sich der obere Teil des Blockschaltbildes mit H; identifi-
zieren ldasst und zwar gemdss

(HwWﬂ:mﬂn—H—§Uﬂ@M—ﬂ,



was unter Verwendung der Gleichungen 94 und 95 in der Formelsammlung zu
2
Hi(2)X(2) = a127' X (2) — gz’lHl(z)X(z)

fithrt und damit .

a1z ai
H = =
liefert. Koeffizientenvergleich mit (11) ergibt nun a; = —2. Das untere System

folgt der Differenzengleichung
1
(Hyx)[n] = asxln — 1] — i(ng)[n — 1],

Ha(2)X (2) = agz1X(2) — %leQ(z)X(z)

entspricht . Dies ergibt nun

-1
H2<Z) (0154 a9

:1—|—%z*1_z+%.

Koeffizientenvergleich mit (11) liefert a; = 3.



Aufgabe 4

(@) i. Das Signal §[k| kann fiir N = 4 wie folgt skizziert werden.

0.5 Tg[k]

o)

Wir schreiben fiir k£ € {0,..., N — 1}

b
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Anwendung der Gleichungen 77 und 90 in der Formelsammlung liefert nun

s[n]:—}l(ﬂn—l—l]—;lé[n—l], nefo,.. N—1}.

ii. Aus den Gleichungen 77 und 90 in der Formelsammlung ergibt sich
holn] = adn—1], ne€{0,...,N —1}. (12)

Berechnen wir nun die inverse N-Punkt DFT auf beiden Seiten von (4) aus
der Aufgabenstellung, so erhalten wir unter Verwendung der Gleichungen
82,77 und 90 in der Formelsammlung, dass

Ns[n]hy[n] =dn—1], ne{0,...,N—1} (13)

Setzen wir (12) sowie das Ergebnis aus Teilaufgabe (a)(i) in (13) ein, folgt
a=—4/N.

(b) Da z[n] reellwertig ist, folgt aus Gleichung 79 in der Formelsammlung, dass
t[k] = z*[—Fk| gelten muss. Insbesondere bedeutet dies, dass der Imaginarteil
von z[0] und z[2] verschwindet, also IJm{z[0]} = Jm{z[2]} = 0. Des Weiteren gilt
aufgrund der 4-Periodizitdt von 2|k, dass z[1] = 2*[—1] = 2*[3]. Somit ergibt sich
direkt aus der zweiten zu erfiillenden Eigenschaft, dass

#[k] = O[k] + (2 + ia)d[k — 1] + (2 — ia)d[k — 3], k€ {0,1,2,3},
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(d)

mit zu bestimmendem a € R. Unter Verwendung von Gleichung 87 in der For-
melsammlung erhalten wir nun

1 2+ , 2—1 ,
x[n] = 1 + # emn? 4 Tza ™2 ne0,1,2, 3}.

Auswerten an der Stelle n = 3 liefert

[3]_1 .2+z’a+,2—ia_1+a
S T
und damit, wegen z[3] = 0, a = —3. Das gesuchte Signal lautet somit

11\ . 1 1 .
- (5 — zg) e/ 4 (5 + i§> ™2 n e {0,1,2,3}.

Wir verwenden die Definition der N-Punkt DFT und berechnen fiir ¢ €

{0,...,N -1}

N-1 N-1N-1
20 =" afk]e 2N — Z Z o[n]e2kn/N 2wt/
k=0 k=0 n=0
— N-1
= Z zn o 2mik(e+n)/
n=0 k=0
N-1
=N Z x[nld[n + /]
= Nx[—é]

Sei x[n] ein N-periodisches Signal. Wir schreiben es in Vektorform als x =
(z[0],...,z[N — 1])T € CV. Beachten Sie zunichst, dass der Vektor diag(i) Fix €
CY dem Signal entspricht, welches durch punktweise Multiplikation des Signals
4[k] mit dem zu F&x assoziierten Signal resultiert. Des Weiteren merken wir an,
dass circ (ﬁ)x € CN das aus der Faltung von u[n] mit z[n] resultierende Signal
darstellt. Daher gilt

1 I

NFN diag(a) Fix = cire (u> X (14)
= %circ(Nv) X (15)
= circ(v) x,

wobei wir in (14) Gleichung 82 in der Formelsammlung sowie die Identitat
~FyF& = Iy verwendet haben. Gleichung (15) folgt unmittelbar aus dem Resul-
tat von Teilaufgabe (c) sowie der Definition von v[n]. Da x € C" beliebig gew&hlt
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werden kann, folgt daraus die gewiinschte Identitét.
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